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Se describe distintos modelos para medir la biodiversidad a través de las distribuciones de abundancia de es-
pecies, luego se discute el m “todo de las listas fijas para recoleccién de datos y los cdleulos necesarios para obtener
de los datos recolectados las distribuciones relativas de las especies.
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We deseribe different models that measure the biodiversity using the Species abundance distribution. Then we
discuss the method of fixed lists for data recollection and the necessary computations to transform the recollected

data in relative species abundance distributions.

Keywords: Species abundance, Hubbell’s model, Fixed bird lists.

1. Introduccion

Uno de los problemas que se plantea en el estudio de los
ecosistemas es la manera de medir el impacto de la acivi-
dad humana (o de otros factores) sobre estos. Si bien en
algunos casos el impacto es obvio, por ejemplo en el caso
de la deforestacién, es necesario tener una medida mas
fina para poder prevenir los cambios irreversibles.

Un posible pardmetro de medicion de la biodiversidad
es la canfidad de especies presentes en una comunidad (de
plantas, animales, aves, etc.) Este nimero tiene varias
ventajas:

1. Se puede medir cuantitativamente a partir de las
observaciones.

2. Todos estdn de acuerdo en que mide la biodiversi-
dad.

3. Por lo anterior, es fdcil de explicar a los entes
politicos y administrativos que toman decisiones so-
bre proteger dreas, oforgar licencias de extraccion,
etc.

Pero el trabajo necesario para establecerlo es bastante
grande, y ademds requiere un conocimiento experto para
identificar las distintas especies. En ¢l caso de plantas de
hecho se hace y resulta Util, aunque tambian alld es un
trabajo enorme.

Las aves forman un ecosistema bastante sensible a
las pequenios alteraciones de los ecosistemas, y por lo
tanto resultan Wtiles para determinar cambios, ineluso
pequenos, en el ecosistema. Sin embargo el trabajo de
determinar la cantidad de especies presentes en un area
es bastante dificil, y de hecho solamente se ha conseguido
en pocos lugares, y para estar mdas o menos seguros del
resultado se debe tomar muestras grandes. Hay modelos
mateméticos para estimar la cantidad total a partir de
las curvas de acumulacién.

[ay otro problema con este pardmetro. Veamos los
siguientes graficos correspondientes ambos a distribu-
ciones de abundancias de 2000 especies y 2000 000 de
individuos:
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Figura 1. Una especie dominanie.
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Figura 2. Todas las especies tienen 1000 individuos.
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El primer grafico muestra la distribucién correspon-
diente a 1998001 gorriones y un individuo de cada una
de las otras 1999 especies. En el segundo grifico se con-
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Clasificacion Topoldgica Global de Sistemas Cuadrdticos Estruciuralmente Estables sin Ciclos Limites

Un ejemplo realizable es d, = 87 (0 < § < 1), donde

dx

?t:m2+yz_e
Pes (=0, at+e<D)
d
d—z;:fz(:r:—l—a)y

Su diagrama de fase global se muestran en la figura 11.

Figura 11. Sistema s(F, P',p, P), S(P',p).

3.10. Tipo d(3). Forma py,ps, 81, 53, SPF

Para este puede haber sélo a 1o mas 30 diferentes es-
tructuras topologicas de los cuales hay 8 tipos los cuales
han sido realizados. Los 22 tipos restantes ain estan por
realizarse o eliminarse [4].

3.11. Tipo e(1). Forma p;p:51S:F

Este caso tiene sdlo tres diferentes estructuras to-
polagicas, cuyos caracteristicas son:

€11 Sl(PhPQ),Sz(F, F’),

ez 1 S1(p1, F'), Sa(ps, F'),

€3 : Sy (p1.p2), Sa(p1,p2).

Todos ellos tienen ejemplos realizables [4].

3.12.

Para esto hay a lo mas 9 diferentes tipos de estrue-
turas topelégicas Hay cuatro tipos los cuales han sido
realizados, y los cinco restantes atin estdn por realizarse
o eliminarse [4].

Un ejemplo realizable es ¢; = €§ (0 < 8 <« 1), donde

Tipo e(2). Forma py, pa, pa, 5, S1, 52, F

L
ST z(A+x+ 2y)
€x (A>0)

Figura 12. Sistema S(PI;P?S;PBs F’)s Sl(pll P2)| Sg{Pa,]’)‘j)-
4, Conclusiones

El andlisis realizado en este trabajo se puede resumir
en el siguiente teorema:

Teorema 4. Los sisternas cuadrdticos estructuralmente
estables sin ciclos limites pueden tener a lo mds 60 di-
ferentes tipos de estructuras topoldgicas, de las cuales al
menos 33 pueden ser realizables.

Recientemente D. M. Zhu ha probado que el niimero
de estructuras topoldgicas diferentes posibles es menos
de 60, pero al menos 36 pueden ser realizados [4].
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Maodelos Matematicos para curvas de distribucion de especies

sidera una poblacion de 1000 individuos por cada una de
las 2000 especies. Es obvio que la segunda distribucién
representa una cormunidad con mayor biodiversidad, a
pesar de tener ambas comunidades la misma cantidad de
especies y de individuos.

Un pardmetro comin para medir la biodiversidad
diferenciando estos dos casos. es la probabilidad Py de
que al extraer dos individuos, estos sean de especies dis-
tintas. En el primer caso la probabilidad es cercana a
1/500, es deeir. casi nunca escogemos distintas especies,
mientras que en el segundo caso obtenemos casi siempre
(eon probabilidad aprox. 1-1/2000) dos especies difer-
entes.

También vemos en este ejemplo la manera de repre-
sentar las curvas de abundancia, una escala logaritmica
para el nimero de individuos y en el eje X las especies,
ordenadas desde la mas abundante a la menos abun-
dante. De hecho estos son los casos extremos, y en la
realidad se dan curvas de abundancia de especies como
estas:

Log(# ind)

T
1 Esp.

Figura 3. Una curva tipicn de distribucion.

Las curvas de abundancia de especies son un
parametro mas fino para medir la biodiversidad y de
hecho al conocer las abundancias relativas { F;} podemos
determinar

Pu=Y PF(l1-P)

2. Modelos matematicos para aproximar
curvas de abundancia

Primero veamos los distintos intentos que hubo a
lo largo de la historia para aproximar las curvas de
abundancia por medio de curvas generadas por pocos
pardmeiros, para poder estimar la biodiversidad de las
comunidades reales. El primer intento corresponde a la
serie logaritmica de Fisher [2]. Tiene dos pardmetros
o v o, la cantidad de especies que tienen n individuos
es igual a az™/n. En un grfico semilogaritmico este
modelo produce una recta:

Log(# ind)

1
1 Esp.
Figura 4. La serie logaritmica de Fisher.

Fisher simplemente buscd una curva que mejor aprox-
ime a sus datos, el conjunto de datos mejor estudiado
(por Fisher y muchos otros) es el correspondiente a 8000
especies de mariposas nocturnas (polillas) atrapadas du-
rante un largo lapso de tiempo en una trampa de luz,

Otro bidlogo, Preston, que trabajaba mayormente con
aves, no lograba acomodar bien sus datos a las curvas
propuestas por Fisher y propuso otro conjunto de curvas
para aproximar los datos reales, la serie lognormal de
Preston [3]. Estas curvas se construyen de la siguiente
manera: Luego de aplicar ¢l logaritmo al eje del numero
de individuos por especie, se supone un distribucion nor-
mal de las especies que se encuentran en cada intervalo:

# esp.
4
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Figura 5. £l plot de Preston.

# ind.

Para obtener las curvas de distribucién como antes se
ordenan las especies de mayor abundancia a menor abun-
daneia y se obtiene una curva parecida a la de la figura
3. La teoria de Preston estd asociada a una teorfa de
reparticién de recursos, llamada la del palo roto, (“bro-
ken stick”en inglés) del modo siguiente: Se ordenan las
especies por jerarquia o dominancia, y cada especie en su
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turna toma una fraccién fija k (0 < k < 1) de los recur-
sos, es decir, parte el palo que representa los recursos en
dos porciones que guardan siempre la misma proporcion
y se aduena de una de ellas. Esto es, la primera especie
obtiene ET recursos, si el total es T La segunda especie
obtiene la fraccién k de lo que queda, es decir (1 — k)AT.
La tercera obtiene (1 — k)?kT, etc.

Este modelo de reparticion da una curva de abundancia
muy parecida a la de Preston y a la curva de la figura 3.

Mds adelante se notd gue las curvas de Fisher se
pueden obtener tambien con un modelo de reparticion
de recursos, pero en este caso la fraccidén k que recibe
cada especie en su turno es una variable aleatoria con
distribucién uniforme.

Aqui hay un problema que valdria la pena investigar:
7"Para cada distribucion de datos reales es posible deter-
minar la distribucién de la fraccién k para que un modelo
de reparticidn nos aproxime bien la curva de abundan-
cia?.

3. Modelo de Hubbell

Las prelerencias de los bidlogos por uno u otro modelo
se explican por el tipo de comunidades que estaban ana-
lizando: Fisher trabajé con una metacomunidad (8000
especies de mariposas), mientras que Preston trabajaba
con aves y con comunidades locales (alrededor de 200 es-
pecies), v el modelo de Fisher no aproximaba bien a sus
datos. El modelo que vamos a describir, debido a Hubbell
[1], ge basa en una dindmica poblacional y predice que en
las comunidades locales se obtiene curvas del tipo log-
normal, mientras que en el limite cuando el tamafio de
la comunidad tiende al infinito, se obtiene la curva de
Fisher.

Vamos a explicar el modelo de Hubbel en tres ver-
siones que van implementando progresivamente mas
pardmetros. El primer modelo es bastante simple y
se basa en las siguientes propiedades:

PRIMER MODELO:

1. La comunidad consiste de un nimero fijo de indi-
viduos.

2. Los individuos de las distintas especies son equi-
valentes, es decir, tienen la misma probabilidad de
procrear, la misma expectativa de vida, independi-
entemente de cual especie provenga.

3. Inicialmente se da una distribucion {P;} de las es-
pecies. Cada cierto tiempo muere un individuo (To-
dos los individuos tienen la misma probabilidad) y
es reemplazado por un recien nacido de ofra es-
pecie, donde P; es la probabilidad de que sea de la
especie 4.

Este modelo alcanza un estado final de equilibrio con
una sola especie presente, pues es claro que si el que
tiene mds individuos también tiene mas probabilidad
de recmplazar a los ofros (aungue también tiene mas
oceisos), v cuando una especie se extingue, no puede
regresar. Ademds al alcanzar la monodominancia esta es
un estadeo estable. Podria ser que la humanidad este en

camino a este estado, al ser la especie que més recursos
naturales estd consumiendo en la actualidad.

SEGUNDO MODELQ:

Este segundo modelo de las comunidades locales tiene
las mismas propiedades que el anterior, adicionalmente
al determinar la especie del recién nacido, se considera
una probablilidad m de que el nuevo miembro de la co-
munidad provenga de una metacomunidad. Tipicamente
este caso se da cuando una isla obtiene asi miembros de
la metacomunidad del continente. Si {PM;} es la dis-
tribucién de las especies en la metacomunidad, el valor
esperado a lo largo del tiempo de cada abundancia rel-
ativa P en la comunidad local es obviamente igual a
PM;, sin embargo la curva de distribucion esperada no
va a ser ignal. Imaginemonos que la migracion sea nuy
baja, de modo que nuestra comunidad local, una isla por
ejemplo, siempre este al borde de la monodominancia.
Lo que no se sabe es quien va a ser esa especie que este
dominando, y cada especie tiene la posibilidad de ser ella
la que en algun momento domine, aunque en promedio
sigue teniendo una abundancia determinada por PA;.
Solamente si m=1 las distribuciones coinciden plena-
mente. Si suponemos que la metacomunidad tiene la
distribucion de Fisher, los distintos valores de m generan
curvas que coinciden en el primer tramo, pero segiin el
valor de m cortan una parte de la cola de la curva, para
parecerse a una de las curvas obtenidas con el método de
Preston.

Log(# ind)
i m=1
1 -
m=0.3 06 m=0.8
S
1 Esp.

Figura 6.La forma de la curva depende del indice de
migracign m.

TERCER MODELO:

El modelo final de Hubbell que nos provee de la curva
de la metacomunidad tiene como base toda la estructura
anterior, pero modifica adicionalmente la dindmica con
un pardmetro de mutacién v, que determina la prob-
abilidad de que un recién nacido sea de una especie
totalmente nueva, es decir, un mutante.

El “nimero fundamental de biodiversidad” propuesto
por Hubbell es @ = 2.Jy,. En el limite cuando el tamano
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de la metacomunidad Jpy tiende al infinito este mimero
corresponde al o de Fisher y la distribucién es la serie
logaritmica.

VENTAJAS DEL MODELO DE HUBBELL:

1. Se hasa en un modelo dinamico.

2. Se obtienen los enfoques anteriores como casos par-
ticulares.

3. Buena aproximacion a los datos reales,
! :
4. Ofrece m numero real ( para poder dialogar con
entes administrativos de toma de decisiones.
CRITICAS:
1. Ignora la competencia que sc sabe existe pro-
poniendo la equivalneia entre especies (se dice que

sn efecto se elimina en comunidades suficientemente
grandes).

S

En datos reales predice una tasa de especiacion
(mutacion) de hasta 30.

3. El proceso de especiacidn real es mds bien a través
de separacidn de comunidades y no puntual.

4. La cantidad de paranidtros libres podria permitir
aproximar cualquier curva que se parezca lejana-
mente a lo que se quiere, sin necesidad de tanto
cialeulo.

i el ¢aso de aves se hizo la aproximacién con el pro-
pio Hubbell, v se pudo aproximar bien los datos a una
curva, pero cuando se planted la abundancia de cada es-
pecie no por cantidad de individuos sine por peso total
de cada especie, también se obtuvo una buena aproxi-
lngeion.

Sin embargo este modelo, tal vez mejorado o adap-
tado, puede dar algunas medidas utiles para el problema
planteads inicialmente, evaluar el impacto de la actividad
huinana.

4. Listas de Aves

Las aves son utilizadas con mucha mayor [recuencia
(ue otros grupos de organismos como objetos de estu-
dios en desarrollo de teorias de poblaciones, de ecologia v
de impacto ambiental, Las principales razones para esta
preferencia son su actividad generalmente diurna, su no-
toriedad al estar generalmente expuestos al observador, y
su manejable, pero significante diversidad (Generalmente
una comunidad tiene entre 10 y 400 especies).

La tarea de deseribir la comunidad de aves, como un
dato comparable en el tiempo y el espacio, ha sido una
actividad frecuente, pero poco exitosa. Los conteos de
aves en los que se quiere estimar o describir cierta car-
acteristica de la comunidad de aves para relacionarla al
hdbitat o para estudiar la comunidad de aves en si misma,
han tenido una serie de protocolos que 110 son uniformies
v por lo tanto no son realmente comparables.

En el ecaso de metodologias detalladas, el método méds
usado vy aceptado es el de mapeo de territorios. Bsto

se consigne apuntando el sitio donde se ubica un ave,
tratando de individualizar al ave. Con suficientes réplicas
y ayudados con comportamientos como “peleas”en bor-
des territoriales, se deduce que la agregacién de puntos de
ubicacién representan un territorio y se trazan las fron-
teras territoriales. Si esto se hace para todas las especies
v en dreas donde quepan varios territorios, se puede lle-
gar a un estimado bastante bueno del nimero de aves
por especie que ocurren en una cierta area. Sin embargo
para esto se requieren de varias decenas de dia hombre
de esfuerzo.

Habiendo tantos sitios no estudiados en el Pern y en
los estudios de impacto ambiental donde se requiere eval-
nar grandes dreas y/o muchas de estas, es necesario re-
alizar evaluaciones rapidas. En el caso de estas evalua-
ciones las dos principales metodologias utilizadas son las
de los conteos por puntos y los conteos en transectos.

En ambos casos la unidad de muestreo son el espa-
cio (distancia) y/o el tiempo. Por un lado el tamano de
la unidad es subjetivo y diferente en las distintas eval-
uaciones y por otro lado los factores como variabilidad
climdtica, variabilidad de esfuerzo por drea, diferencias
de hdbitat entre dreas, y variabilidad debido al efecto
del observador causan graves problemas analiticos puesto
que influencian directamente el tamano de la muestra
sin haber forma de medir tal influencia. Por ejemiplo, si
una manana tiene condiciones adversas para la actividad
de las aves, el tiempo o la distancia siguen avanzando
y queda a nuestro criterio detener la evaluacion o coun-
tinuar. Se sabe de antemano gue la comparacion de dos
sitios con evaluaciones hechas en dos dias con condiciones
climéticas distintas es poco confiable. Saber que estamos
comparando dos sitios evaluados por 156 horas/hombre no
nos da ninguna garantia de igualdad de condiciones para
comparar las especies presentes.

El método que analizaremos aqui es el de lag “listas
fijas como unidades de conteo en evaluaciones r“pidas de
aves” En este método es muy poco utilizado por tener
un marco teérico poco claro y carecer hasta ahora de
un marco estadfstico. En este método las unidades de
muestra son listas de N especies; en las cuales se regis-
fran las N primeras especies encontradas, sin repeticion
de especie. Después de esto se inicia una nueva lista de N
especies, independientemente de las especies observadas
en la lista anterior, y asi consecutivamente. Se cvita en
todo momento el repetir individuos salvo en repeticién
de recorridos. La unidad de muestra que es bastante mas
independiente de la variabilidad causada por diversos fac-
tores no controlables que afectan métodos tradicionales.
En este método cualquier factor que dificulte la deteccién
de especies, automdticamente disminuird la rapidez con
la que se completa una lista, frenando la adicidn de
unidades muestrales. Es decir, tiene una suerte de reg-
ulador intrinseco para comparar dos sitioss. En un dia
Hluvioso no haremos tantas listas, como en el soleado por
lo que sabemos que debemos anadir esfuerzo en el sitio
en el que las condiciones eran adversas. Al comparar los
sitios lo que busecamos es que todos tengan igual nimero
de listas. De todas maneras se debe tratar de mantener
distancia y condiciones climaticas similares.

Para cada censo se toma los siguientes datos: dia,
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hora de inicio, hora final, observador. En el censo mismeo,
s¢ registran todas lag especios de aves encontradas en
forma visual o auditiva anotando los siguientes datos:
eapecie, niimero de individuos vistos, hdbitat en el que se
vio. De esta mianera se tiene al final de una evaluadidn
i mimero de listas por gitio, con los que se puede hacer
los siguientes andlisis:

a. Curvas de acumulacidn de especies.

al. Estimado de lo adecuado del esfuerzo de
muestreo, Estimador: pendiente de la curva
de acurnulacion.

a2, Estimado del mimero total de especies en la
comunidad evaluada. Estimacor: asintota de
la enrva.

b, Estimado de las abundancias relativas de las es-
pecies.

bl. Curva de abundancias relativas como de
seripeion de la estructura de la comunidicd
de aves. Estimador: theta de la ecuacion de
Hubbell.

b2, Estimade de la abundancia relativa de es-
pecies de interés especial (por ejemplo ame-
nazadas) Estiimador: frecuencia de la especie
en el mimero total de listas,

Para estimar la abundancia relativa a partir de los
datos obtenidos hay que tener en cuenta que la frecuen-
cia relativa con la que una especie @ aparece en una lista
es un estimador de la probabilidad @Q; de esta especie
de aparecer en una lista, que es distinta a la abundancia
relativa I, que en un modelo de urna ideal es la proba-
bilidad de extracr un individuo de la especie 4. Usando
métodes basicos de probabilidad se obtiene para una lista
de longitud N+1:

-, PJ‘N
¥4 E s
(I—T AT

Lt

Py
Ry = | 1+ E ; ':, L is
b

i In ey

(1)

donde Jg-={3 {0 o=}

Esta férmnlasirve para transforinar los datos en bruto
(en forma de listas de N especies) en distribuciones { P},
con los cuales se pueden estimar los parametros de los
modelos anteriormente expuestos. Los ornitologos encar-
-gados de recolectar datos tipicamente elaboran listas de
5,10 0 20 especies, dependiendo de la cantidad de especies
presentes en la comunidad.

Si bien la formmla (1) wos da una correspondencia
exacta entre los F's y log @;'s, cuando se trabaja con
los dafos reales el tiempo de eémputo crece exponencial-
mente con el tama” no N de las listas v con el nimero
de especies m. Como ademas uecesitamos varios pasos
para impléementar el algoritino de Newton explicado mds
adelante, los tiempos de cdleulo son apenas realizables
para listas de 5 especies, con listas de 6 serfan caleula-
bles en principio con computadoras mds pokentes, pero
listas de 10 ya exceden el tiempo razonable y listas de
20 estdn totalmente tuera del alcance. Alpunos tiempos

de edleulo los vemos en la tabla 1, son necesarios va-
rios pasos de aproximacion para calcular el inverso de la
funcinn dada por la férmula (1), En lo gue sigue vames
o dedueir primeramente la férmula (1) que defing una
funcion ¢ : {P} — {@Qi}. Luego describimaos el método

de Newton aproximado que nsamos para calcular la in-

vorsa de ¢, En la dltima seccién deseribimos cuatro
métodas para aproximar al inverso de ¢ con un tiempo
de edmputo mucho menor, que también serd adecuado
para listas de 20 especies.

Tabla 1. Cuadre comparative de los tiempos de cdmputo para
distintas longitudes N de listas y distintas cantidades m de
ESPELIES.

N No. esp.(*) Tmpo. paso Tmpo.tot.
2 < 40 - inmediato

3 < A0 5 inmediato

4 20 a 30 2 a 3 segundos
) 15 20 seg. 3 min.

B 17 1 min, 20-25 min.

5 16 2 min, 40 minutos
B 42 2% horas > 25 h,

6 16 40 min. > 20 h. (¥5)
i 38 60 horas. > 1200 h.(**)

{*}Para el cdleulo se considera sélo el nimero de frecuen-
cins absolutas distintas.
(*#) Solamente es un tiempo estimado.

5. La construccién de la funcion ©

Suponemos un modelo de urna donde las m distintas especies
estan representadas por las etiquetas 1 = 1,...,m. F; es
la frecupncia relativa de cada especie. Se plantea una serie
infinita de experimentos aleatorios independientes que con-
siste en extraer una bola de la urna, y llamar By la etiqueta
de la n-ésiina bola extrafda. Asimismo llamamos Ly a la
k-ésima bola distinta. Es decir, Ly = By, ¥ Ly es la etiqueta
de la primera bola que sale distinta de By, El experimento
concluve una vez que salieron N bolas distintas. Queremos
caleular @7, la probabilidad de que uno de los Ly sen igual
a 4. Hsto corresponde a la probabilidad de la especie i de
salir en una lista de longitud N. El objetivo es hallar una
férmula explicita para QY como funcién de los P, Para
aclarar el método supongamos que queremes elaborar listas
de B especies y que para una cierta lista se tuve que realizar
9 obgervaciones:

1.0bs: Especie 1
2.0bs: Especie 8
3.0bs; Hspecie 4
4.0hs: Especie 1
5.0hs: Especie 8
6.0bs: Especie 2
7.0bs; Especie 1
8.0bs: Especie 1
9.0bs: Especie 5

Fin este cjemplo tenemos:
Ly=8u=1;
Lo = B2 =8,
Ly=PBs=4,
Ly =Bsg=12,

LE, = Bii =5
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Para deducir la férmula (1) analizaremos los casos de
N =1,2,3, y luego daremos la fSrmula general.

ParaelcemoN——lselleneQ, = P;. Para N = 2 calcule-
mos la probabilidad de la especie i de aparecer en una lista
dada: =

Qi =P(Ly =)+ P(La=1)
Tenemos que P(L; = i) = P,. También tenemos que
P{L; = I] = Zﬁh P(Ll = J}P(Lz = ilLl = J) Para
que pueda ser Lo = i cuando el primero fue de la especie
J (Ly = j), todos los individuos observados entre el primero

y el tiltimo deben haber sido igual a j, de modo que

PLa=ilLi=j) = Y P(Bi=3j2<k<n)P(By=i)
n=2

Py
(1-2ry)

pues P(By = i) =P,'yE::°2P(Bh~j‘25k5n—-l) =
W LR == P) Asf obtenemos

n=2"q
P(Ly =i) = ZU’?P;,)

y finalmente

Q'_P(l-rzu_ﬁ) (2

Este resultado también se hubiera podido obtener usando el
signiente lema:

Lema 1. Sean A, B,C tres eventos mutuamente excluyentes
cuya probabilidad es respectivamente a,b y c. Ademds
suponemos que a +b+c¢ = 1. Si se realiza una serie in-
finita de experimentos con estos posibles resultados, entonces

la probabilidad de que el evento A ocurra antes que el evento
Ce

Demostracién: Sean X, las varinbles aleatorias independi-
enfes relacionadas al experimento. La probabilidad buscada
es

P(X; € A)+ P(X2 € A)P(X; € B)
+P(Xg€ A)P(Xx € Bk <3)+...

= ) P(X. € A)P(Xx € B.k <n)
n=1
n=1

a

1-b

Il

Usando el lema con
A = {se extrae la especie i },
= {se extrae la especie j } y
C = {se extrae una especie k distinta a i, }

se ve que
P(La=i) = Y P(Li=j)P(A antes que C )
J#i
=¥ i L
il — Y
J#

De aqui se deduce la férmula (2).
Caso L = 3. Tenemos

Q! = P(Ly =i)+ P(Ly =)+ P(Ls =)
y ademas

I

P(Ls =1) Y P(Li=j) Y P(La =KL =3j)-

I#i ki
-P(i antes de l sil#j,k)

P
C ZP’ 1—P,(1—P, Pe)

J#i ki, g
= e
e =R =Fy=Fe)

Por lo tanto

Qi_P((l‘i“z#: P; (1+Zm))

ki
En el caso general tenemos:

P(Lrs=i)= )

=
kalk l‘=I(]
k=1,...,

R k_l. F'”c

== Z;:: F;.)

con Iy = {i,j1,...,4x-1}. de lo cual se deduce la férmula (1).

6. El método de Newton

En esta seccién establecemos un método efectivo de calcu-
lar &' por aproximaciones sucesivas. En general para una
funcién diferenciable f : R™ — R™ se tiene que f(xo + h) =
flxo)+Df(zo)h donde Df es la matriz de derivadas parciales

). - Siasumimos ademés que f(zo-+h) = 0 podemos de-

spejar h y obtenemos h & —Df(z0) " (f(20)). Por lo tanto si
o estd cerca del cero de la funcién f, podemos hallar un valor
més cercano al eero: o = 29+ h = Ty — Df(a:g)_‘(f(:rg)).
Eisto inicia un proceso recursivo poniendo

Df(wn) ™" (f(za))

con lim,an = z donde 2z es una raiz de f. Este método es
conocido como el método de Newton.
Notemos ademas que la funcién & esta dada por la matriz

Topl = T —

Ky 0 0 P
0 K boverd 0 Py
a(p)=| : . 3|
0 o Kag 0 Para
{5 9 0 Km B
donde
Q' P."l
b e SOLLY
K - +ZI—P“ 1+

n#F

P
1+ —
2 a-¥3'PL)

IN-1ELIL I —2

Ponemos f(P) = ®(P) — @, donde Q = (Q;) es el vector de
las observaciones, que es la frecuencia relativa con la que cada
especie i aparece en una lista y por lo tanto el estimador de
maxima verosimilitud para QfY. Finalmente aproximamos

=5~ 8K, (3)
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La aproximacion por el método de Newton nos da la férmula
recursiva:
(n+1) in) {a)y—1 ()
B =: B ~[DoEETT BT

gl

F=1
"
- Pr;{"] e Z&U{}-\,;LKJP;,U - I{;IQ-_;}
=1
.8 P.[n} e P.(“) +K](’},\
= Kr‘_]@i
PII’]
= 0
@Q;
El valér inicial canénico es P = @/N. LULga se cal-

cula QU = &(PW), y recursivamente P& = —-‘—rQ, con

Q™ = ®(P™). El limite de este proceso nos da una familia
{F;} con o({F;}) = {@:}, pero no necesariamente se trata de
probabilidades. Si en cada paso se corrige todos los P a la
vez, multiplicandolos por algiin factor comin de modo que la
suma sea jgual a 1, el limite es la familia de probabilidades
buscada. Este proceso es bastante manejable y da buenos
resultados. El tiempo necesario para alcanzar una exactitud
de 0.00001 se encuentran en la tabla 1. A mayor cantidad de
especies, la cantidad de pasos necesarios aumenta,

7. Métodos alternativos

Como se dijo anteriormente y se ilustra con la tabla de
los tiempos requeridos, nun programa que caleule la férmula
exacta de ©(P) para N = 10 0 N = 20 demandarfa por
lo menos 100%" pasos de cdlculo tomando en cuenta que se
trata de 100 o mds especies. Ain en el caso de tener una
computadora mucho mds potente, el cdleulo exigiria mucho
tiempo de cémputo. Se probaron cuatro métodos distintos
para aproximar © en el easo N = 5, y se compard con el valor
exacto.

PRIMER METODO: Aproximacion lineal: Se nota que los
valores Q,f”, QEQ), QSSJ,QE” ¥ Q:” forman aproximadamente
una recta. Por lo tanto se calcula QE” ¥ Qiz) ¥ 8¢ aproxima
Qtﬂ = Q{i“ +4A donde A = Qf} = QE”. Fn el caso de listas
grandes de 10 y de 20 especies respectivamente, se caleularian
los: valores de Q' o Q{"’) se tomaria la recta mds corcana &
estos valores y se aproximaria Q{m} QE%]A El tiempo de
computo es minimo, pero la aproximacion no es muy buena.

SEGUNDO METODO: Aproximacidn cuadritica y polino-
mial: Se asume que los valores QE”,QP),QSM,Q{‘-M v ng
estan sobre una pardboela. Por lo tanto se caleula QE”, QEZ)
h g QEB} y se aproxima Qéa} con el valor del polinomio de se-
gundo grado que pase por estos tres primeros puntos. En el
caso de listas largas se caleularfan los valores de Q&l} a QE‘F’)‘
se tomaria el polinomio de grado 2 (o 3 o 4) que pase por
estos puntos y se aproximaria Q.-E._w’ ¥ QFU}.

El tiempo de eémputo es un poco mayor, la calidad de la
aproximacion parece ser-buena, pero hay que tener en enenta
que para aproximar Q{. %) ge calculs hasta Q (%) Hay que hacer
pruebas acercandose lo més posible a los valurcﬁ exactos (para
N=10 y N=20) por simulacion, ya que no se pueden hallar
con la férmula exacta.

TERCER METODO: Estimacion de la cantidad de observa-
ciones que se tuvo que hacer antes de gue se complete la lista.
El caleulo de probabilidades elemental nos dice que la proba-
bilidad de que la i-ésima especie aparezea en una lista después
de u observaciones es de

PlieL)=1—(1-P)"

Si ponemos Q; = 1—(1—F,)", aphcando ¢l método de Newton
podemos hallar un u tal que Y i, @: = N. Notemos que las
probabilidades de aparecer en una lls’ﬁa suman N y no 1 como
podria pensarse. Este método tiene un sesgo sistemdatico de
estimar demasiado alto el @; si este ya es alto de por si, pero
el error total es comparable al del segundo método.

CUARTO METODO: Mixto.

Este cuarto método caleula primero las probabilidades hasta
)%, para luego estimar la cantidad de intentos que faltan para
completar la lista y seguir como en el tercer método. En par-
ticular se caleula

. 1—Pi—R\"
a-regn(1- (5257 )
a4

a

aplicando el método de Newton podemos hallar un u tal que
" QP = 5. Este es el método con el menor error de to-
dos, aungue sigue teniendo el mismo error sistematico que el
tercer método. En el caso de listas de 10 o de 20 se caleularia
hasta QE’“ 0 Qis) dependiendo de la capacidad de cémputo,
de la cantidad de especies y de la exactitud requerida.

Se tienen que hacer pruebas en el futuro para confirmiar
la idoneidad de este método. Asimismo se debe encontrar
alguna manera de contrarrestar el sesgo sistematico hallado,

8. Conclusiones

El modelo de Hubbell, tal vez mejorado o adaptado, puede dar
algunas medidas 1itiles para evaluar el impacto de la actividad
humana en comunidades ecoldgicas. Se encontré una manera
de transformar los datos recogidos por el método de las listas
de tamano fjo en abundancias relativas. Se deben desarrol-
lar métodos para lograr esta transformacion en la practica,
especialmente para listas grandes, de 10 o 20 especies.

Agradecimientos

Los autores agradecen a todos los participantes del cologuio
CORBIDI-IMCA por las fructiferas discusiones. El presente
trabajo se realizé con apoyo del CONCYTEC a través del
proyecto CS-160-2006-OAJ.

1. Hubbell, S.P., The Unified Neutral Theory of Biodiversity
and Biogeography (Princeton University Press 2001)

2. Fisher R. A., Corbet, A.S. \Williams, C.B. The relation be-
ween the number of species and the number of individuals

in a random sample of an animal population. Journal of
animal ecology 12 p.42-58 (1943)
3. Preston, F.W. The commonnes and rarity of species. Pit-

man, London. (1948)

Facultad de Ciencias - UNI

REVCIUNI 11 (1) (2007) 38-44



	modelos matematicos tv1
	modelos matematicos tv2
	modelos matematicos tv3
	modelos matematicos tv4
	modelos matematicos tv5
	modelos matematicos tv6
	modelos matematicos tv7
	modelos matematicos tv8

