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Se describe distintos modelos para medir la hiodiversidru:! a través de las distribuciones de abundancia de cs­
pecies, luego se discute c!m "todo dc Il1S listas fijas para recolección de datos y los cálculos necesarios para obtener
de los datos recolectados las distribucioncs relativas de las especies.

Palabras claves: Abundancia dtJ especics, l\Iodelo de lI11bbcll, Listas fijas de aves.

\Ve describe diffcrcnt models that tllca.surc the biodivcrsity Ilsing the Species abundance distribution. Then we
discuss the metllad oí fixcd lists for data recollcctioll and the neccssary computations to transform the recol1ected
data in relative spccies abulldance di~tributiolls.

I<uywords: Spedes abunduncc, Hubbell'g model, Fixed bird lists.

1. Introducción

Uno de los problemas que se plantea en el estudio de los
ecosbtcmas es la manera de medir el impacto de la acivi­
dad humana (o de otros factores) sobre estos. Si bien en
nlg1,uloo casos el impacto es obvio, por ejemplo en el cu,so
de la defor~tación, es necesario tener una medida más
fina para poder prevenir los cambios irreversibles.

Un posible parámetro de medici61l de la biodiversidad
es la cantidad de especies presentes un Ulla comunidad (de
plantas, animales, aves, et.c.) &te número tiene ,~... ria.<¡
ventajas:

1. Se puede medir cuantitativamente a partir de las
observaciones.

2. Todos están de acuerdo en que mide la biodiversi­
dad.

J. Por lo anterior, es fácil de explicar a los entes
políticos y administrativos que toman decisiones so­
brc proteger áreas, otorgar licencias de extracción,
etc.
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Figura 1. Una especie dominante.
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Pero el trabajo necesario para establecerlo es bastante
grande, y además requiere un conocimiento experto para
identificar las distintas especies. En el caso de plantas de
hecho se hace y resulta útil, aunque tambián allá es un
trabajo enorme.

Lm¡ aves forman un ecosistema bastante sensible a
Ins pequefíos alteraciones de los ecosistemas, y por lo
lanto resultan útiles para determinar cambios, incluso
pequeños, en el ecosistema. Sin embargo el trabajo de
determinar la cantidad de especies presentes en un área
es bastante difícil, y de hecho solamente se ha conseguido
en pocos lugares, y para estar más o menos seguros del
resultado se debe tomar muestras grandes. Hay modelos
matemáticos para estimar la cantidad total a partir de
las curvas de acumulación.

Hay otro problema COIl este parámetro. Veamos los
siguientes gráficos correspondientes ambos a distribu­
ciones de abundallcias de 2000 especies y 2000 000 de
individuos:
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Figura 2. Todas las especies tienen 1000 individuos.

El primer gráfico muestra la distribución COl'l"cspon­
diente a 1998001 gorrioncs y un individuo de cada una
de 111." otras 1999 especies. En el segundo gráfico se COH-
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Un ejcmplo realizablces 62 = J? (O < ()« 1), donde

{

dx_ =X2+y2_(
dt

6< :
dy
dt = 2(:¡; +a)y

((>0, 0'.+«0)

Para esto hay a lo más 9 diferentes tipos de estruc­
turas topológicas Hay cuatro tipos los cuales han sido
realizados, y los cinco restantes aún están por realizarse
o eliminarse [4].

Un ejemplo realizable es El = E~ (O < 8« 1), donde

Su diagrama de fase global sc muestran en la figura 11.

,
S {

~: ~x(A+x+2y)
(>.. :

dy
dt =y(-..\+2x+y)

(' > O.)

Su diagrama de fase global se muestra en la figura 12.
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Figura. 11. Sistema s(F,P',p,P),S(P',p).
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3.10. Tipo d(3). Forma P¡,P2,SI,S2,SPF

Para este puede haber .s610 a lo más 30 diferent.es es­
tructuras topol6gicas de los cuales hay 8 tipos los cualc:;
hall sido realizados. Los 22 tipos restantes aún están por
realizarse o eliminarse \4}.

Este caso tiene sólo tres diferentes estructuras to-
pológicas, cuyos características son:

(1: SI(P¡,P2),S2(F,F'),
(2: S¡(P¡,F'),S2(P2,F1

),

(3; S¡(P¡,P2),S2(P¡,P2)·
Todos ellos tienen ejemplos realizables [4].

1. A. A. Alldronov, E. A. Leontovich, 1. l. Cordon .y A. C.
¡'vlaier; QJW/itative Thcory o/ Second Order Dynamic Sys­
tems. Israel Program [or Scicntific Transla.tions Ltda. 1973.

2. L. Perko, Differcntial Equations and Dy1lamico.l Systems,
Sccond Editioll, Springer-Verlag New York, Inc.1996

S,

4. Conclusiones

El análisis realizado en este trabajo se puede resumir
en el siguiente U!Ofema.:

Teorema 4. Los sistemas cuadráticos estructm·almentc
estables sin ciclos límites pueden tener (~ lo más 60 di­
ferentes tlpo8 de estructums topológicas, de las cuales al
mellOS 33 pueden ser n,alizables.

Recientemente D. M. Zhu ha probado que el número
de estructuras topológicas diferentes posibles es mellaS
de 60, pero al menos 36 pueden ser realizados [4].

3. C. Sallsone and R. Conti. The Macmillan Company . New
York. 1964.

4. Ye Yan-Qian. Theor;¡ o/ Limit Cydes.Translations oí Mat­
hcmatical MOIlographs. Volumen 66. Amcr;can Mathcma­
tical Socicty. 1986.
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Fisher simplelnCllte buscó una curva que mejor aprox­
ime a sus datos, el conjunto de datos mejor cstudiado
(por Fishel' y muchos otl"Os) es el correspondiente a 8000
especies de mariposas nocturnas (polillas) atmpadDs du­
rante un largo lapSO de tiempo en Uila trampa de luz.

Otro biólogo, Preston, que trabajaba mayormente con
avcs, no lograba acomodar bien ~us datos a las eurv¡¡s
propuesta'> por FishcI y propnso otro conjunto de ellrvas
pura aproximar los datos reales, la serie lognonllal de
Preston [3]. Estas Clll"Vas se construyen de la siguiente
UlUJJCra: Luogo de aplicar el logaritmo al eje del numero
de individuos (Jor especie, se supone un distribueióll nor­
Ulal de las especie~ que se encuelltrall en cada intervalo:

}~igura 4. La serie 100Jaritmica. de Fisher'.

2. Modelos matemáticos para aproximar
curvas de abundancia

Log(# iJld)

Figura 3. Urla CU1va típica. de distribuci6n

Las curvas de abundancia de especies son Ull

pat'ámetro más fino para medir la biodiversidw' y de
hecho al conocer las abundancias relativas {Pi} podemos
dctenninar

sidera mm poblacion de 1000 individuos por cada ulla de
la¡¡ 2000 ellpecies. Es obvio que la segunda distribuciól1 Log(# iud)
representa una comunidad con mayor biodiversidad, a
pesar de tener ambas comunidades la misma cantidad de
especies y de individuos.

Un parámetro comúu para. medir la biodivcrsidad
diferenciando estos dos C(l.<¡QS, es la probabilidad H<l de
que al extraer dos individuos, e.stos senil de especies dis­
tintas. En el primer caso la probabilidad es cercana a
1/500, es decir, casi nunca escogemos distinta.., c.<¡pecics,
mient.r<ls que ell el segundo cruso obtenemos casi siempre
(con probabilidad aprox. 1-1/2000) dos especies difer­
entes.

También vemos en este ejemplo la manera de rcpre- 1
sentar las curvas de abundancia, Ulla escala logarítmicu
para el número de individuos y en el eje X las espeeics,
ordenadas desde la más abundante a. la menos abun­
dante. De hecho estos son los casos cxtremos, y en la
realidad se dan curvas de abundancia de especies como
cstas:

Esp.

J

Primero veamos los distintos intentos que hubo a
lo largo de la historia para aproximar 1M curva.') de
abundaucia pOI' medio de curvas generada" por pocos
panimetros, para poder estimar la biodiversidad de las
comunidades rOl;l.les. El pl'imer intcnto corresponde a la
serie logarítmica de Fisber [2]. Tiene dos parámetros
o' y x, la cantidad de especies que tienen n individuos
es igual a l1.x"/n. En un gr·fico Sémilogarítmico cste
modelo produce una recta:

Figura 5. El plot de Prestoll.

Para obtener la." Clll"vas de distribución como antes se

ordenan las especies de lllayor abundancia a menor abun­
dallcia y se obtiene una curva parecida a la de la figura
3. La teoría de Prestan está asociada a una teoría de
repartición de recursos, llamada la del palo roto, ("bro­
ken stick"en inglés) del modo siguiente: Se ordenan las
especies por jerarquia o dominancia, y cada especie en su
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turna toma una fracción fija k (O < k < 1) de los rccur~

SW:i, es decir, parte el pajo que representa los recursos en
dos porciones que guardan siempre la misma proporción
y se aducüa de UlJU de ellas. Esto es, la primera especie
obtiene kT recursos, si el total es T. La segunda especie
obticno la fracción k de lo que queda, es decir (1- k)kT.
La tercera obtiene (1 - k)2kT, ctc.
Este modelo de repartición da una curva de abundancia
muy parecida a la de Preston y a la curva de la figura 3.

Más adelante se nolá que las curvas de Fisher se
puc.,Jcn obtCllcr tambien con UIl modelo de repartición
de recnrsos, pero ell este caso la fracción k que recibe
cnda especie en su turno es Ulla variable u.leatoria con
distribución uniforme.

Aquí hay Ull problema Que valdría la pena investigar:
?,Para cada. distribución de datos reales es posible deter­
minar la distribución de la [racción k para que un modelo
de repartición nos aproxime bien la emva de ¡lbundan­
. ,

Cla ..

3. Modelo de Hubbell

LH.~ preferencias de los biólogos por uno u otro modelo
se explican por el tipo de comunidades que estaban ana­
lizaudo: Fisher trabajó con ulIa rnetaeomullidad (8000
especies de mariposas), mientras que Preston trabajaba
con aves .Y COIl comunidades locales (alrededor de 200 es­
pecies), y el modelo de Fisher no aproximaba bien a. sus
datos. El modelo que vamos a describir, debido a Hubbell
[1], se ba.sa en una dinúmicll. poblacional y predice que en
las comunidades locales se obtiene curvas del tipo log­
normal, mientras que en el límite cuando el tallllUlo de
la cOlDuuidad tiende al infinito, se obtiene la cnrva de
Fisher.

Vamos a explicar el modelo de Hubbel en tres ver­
siones que van implementando progresivamente más
parámetros. El primer modelo es bastant.e simple y
se basa en lfUl siguientes propiedades:

PRIMER lIWDELO:

1. La comunidad consiste de un número fijo de indi­
viduos.

camino a cste estado, al ser la especie que más recursos
naturales está consumiendo en la actualidad.

SEGUNDO MODELO:

Este segundo modelo de las comunidadcs locales ticne
las mismas propiedades que el anterior, adicionahncntc
al detenninar la especie del recién nacido, se considera
una probablilidad m de que el nuevo miembro de la co­
munidad provenga de una metacomunidad. Típicamente
este caso se da cuando una isla obtiene así miembros de
la metacomunidad del continente. Si {PMi} es la dis­
tribución de las especies en la metacomunidad, el valor
esperado a lo largo del tiempo de cada abundancia rel­
ativa Pi en la comunidad local es obviamente igual a
PA1i , sin embargo la curva de distribucion esperada no
va a ser igual. Imaginemonos que la migracion sea muy
ba.ja, de modo que nuestra comunidad local, una isla por
ejemplo, siempre este al borde de la monodominancia.
Lo quc no se sabe es quien va a ser esa especie que este
dominando, y cada especie tiene la posibilidad de ser ella
la que en algun momento domine, aunque en promedio
sigue teniendo una abundancia determinada por PMi .

Solamente si Jll=l las distribuciones coinciden plena­
ment.e. Si suponemos que la metacomunidad tiene la
distribución de Fisher, los distintos valores de m gcneran
curvas que coinciden en el primer tramo, pero según el
valor de 111 cortan una parte de la cola de la curva, para
parecerse a una de las curvas obtenidas con el método de
PrcstolJ.

Log(# ind)

TERCER MODELO:

1 Esp.

Figura 6. La fomw de la curva depende del índice de
m'igmción m.

El modelo final de Hubbell que nos provee de la curva
de la metacomuuidad tiene como base toda la estructura
anterior, pero modifica adicionalmente la dinámica con
un parámetro de mutación v, que determina la prob­
abilidad de que un recién nacido sea de Ulla especie
totalmente nucva, es decir, un mutante.

El "número fundamental de biodiversidad"pl'opucsto
por Hubbell es O= 2h.Jv. En el límite cuando el tamai'Jo

2. Los individuos de las distintus especies son equi­
utkntes, es decir, tienen la misma probabilidad de
procrear, la misma expectativa de vida, independi­
entemente de cual especie provenga.

3. l.11icialm"'llte se da Ulla distribucion {P;} Je las es­
pecies. Cada cierto tieltlpo muere un individuo (To­
dos los individuos tienen la misma probabilidad) y
es rccmplazado por un recien nacido de otra es­
pecie, donde Pi es la probabilidad de que sea de la
especie i.

Este modelo alcanza un estado final de equilibrio con
una 50la especie presente, pucs es claro que si el que
tienc má.., individuos también tiene más probabilidad
de rccmplazllI a los otros (aunque también tienc mas
occisos), y cuando mm especie se extingue, no puede
regrl".-'Sar. Además al alcanzar la monodominancia esta es
un estado estable. Podrül ser que la humanidad este cn

m=O.3

m=l

m=0.6 m=O.S
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de la melaCOIl11lllidad J M ticncle al infinito este nlÍmero
corresponde al n de Fishcr y la distribución cs la serie
logarítmica.

VENTA.JAS DEL 1\IOD8LO DE HUB13ELL:

l. Se bas,l en un 1J1oclclo dinámico.

2. Se obticnen Jos enfoques 8utcriores como casos par­
ticulares.

3. Buena aproximacion a 105 datos reales.

4. Ofrece 1l1l nUllIero real O pant poder dialogar eon
entes administrativos de toma dc dccisioucs.

CRÍTICAS:

l. Ignora la competencia que se sabe existe pro­
poniendo la equiv(llncia entre especies (se dice que
su efecto se c1iminn eH comunidades suficielltemente
grandes).

2. En datos reales predice una tasa de especiacióll
(mutación) de ba.';ta. 30.

3. El proceso de especiación real es más bicu a través
de separación de eomuuidadeS y no puntu<L1.

.1. La cantidad de panHnútros libres podría permitir
aproximar cualquier curva que st parezca lejanl\­
ltlente a lo que i;C quiere, sin necesidad dc tanto
cálculo.

En el CaSo de aves se hizo la aproximación con el pro­
pio Hubbell, y se pudo aproximar biclI los dntos a UllH

('un"a, pero cuando se pLtutc6 la abulldallcia de cada es­
pecie no por cantidad de in.-tividllos silla por peso total
de cada especie, también se obt.uvo una bUCllll aproxi­
lnacioll.

Sill ~lllbarj!,o este modelo, tal vez mejorado o adap­
tado. Inlede dar alg\lllWi medid<tS ut.ilus pal'll el problcHI<l
pbulh.:adu iniciallllcutc. evulllar el impacto de la actividad
humana.

4. Listas de Aves

Las aves SOIJ utilizadas con ¡¡lUdia mayor frecuencia
que otros grupos de organismos como ohjetos de estu­
diClS eH desarrollo d(' teorías de poblaeiolle8, de (.~ologíay
de impacto RlIlbicntal. Las principales razoucs para esta
preferencia sun su actividad generalmente diunm, ;;\1 no­
toriednd aJ estilJ" generalment.e expuCSto::; al observador, y
;,ill lllallejable, pero significfUlte diversidad (Genentlmcnte
1I11ll comunidad tieile I.mtre 10 y 400 especies).

La tarea de describir la cornUlIidad de aves, como tlll
dato comparable ~n el ticmpo y el espacio, ha sido ulla
act.ividad frecuente, pero poco exitosa. Los conteos de
aves en los que se quiere estimar O describir cierta car­
acterística de la cOlIlunidad de avcs para relacionarla al
hábitat o para estudiar 11\ comunidad de aves en si misma,
han tenido \Ina serie de protocolos que 110 son uuiformes
." por lo tant,o no SOII realIllente comparables.

Ell el Ci\SO de metodologías detalladas, el método lllás
usado .i' aceptado es el de lllapc..'O de territorios. Esto

se consigue apuntando el sitio donde se ubica un ave,
trutalJdo de individualizar al ave. Con suficientcs réplicas
y ayudados con comportamientos como "peleas~en bor­
des territoriales, se deduce que la agregación de puntos de
ubicaciólI represelltan un territorio y se trazan 1m; fron­
t.eras tel'ritOl'iales. Si esto se hace para todas las especies
y en áreas donde quepan varios territorios, se puede ile­
gal' a un estimado bnstante bueno del número de aves
por especie que ocnrren el! una cierta. área. Sin embargo
para esto se requieren dc varias decenas de día hombrc
de esfuerzo.

Habiendo tautos sitios no estudiados en el Perú y eu
los estudios de impacto ambiental donde se requiere cval­
uur grandes ¡treos y/o muchas de estas, es necesario re­
alizar evaluaciones rápidas. En el caso de estas eval\la­
dones In.,.; dos principales metodologías utilizadas son las
de los conteos por puntos y los conteos en trtlnsectos.

Eu ambos casos la unidad de muestreo son el espa­
cio (distancia) y/o el tiempo. Por un lado el ta.maiío de
la unidad es subjetivo y diferente en las distintas eval­
llacioncs y por otro lado los factores como variabilidao
c1imút,ica, variabilidad de esfuerzo por área, diferencias
de hábitat entre áreas, y variabilidad debido al efecto
del observador causan graves problemas analíticos puesto
que influencian dinx:tamcntc el tamuflo de la muestra
sin haber forma de medir tal influencia. Por ejemplo, si
\lila mañana tiene condiciones adversas para la actividad
de las aves, el tiempo o la distancia ::iig'1.len ava.llzando
y queda a nuestro criterio detener la evaluación o (:Oll­

tillul;II. Se sabe de antemano que la comparación de do:;
sitios con evaluaciones hechas en dos días con condiciones
dimáiicas distintas es poco confiable. Saber que estamos
comparando dos sitios evaluados por 15 horas/hombre no
nos da ninguna garantía de igualdad de condiciones para
cOlllparar las especies prescntes.

El método que analizaremos aquí es el de las "¡¡::itas
fijas como unidades de conteo en evaluaciones 1" pidas de
aves" En este método es muy poco utilizado por tener
1I11 mí1n.:o tc6rico poco claro y carecer hasta ahora de
un 1I111.rcO estadístico. En este método 1M unidad<,->;; de
mncstra sal! listas de N cspecies~ en las cualc.'i se regis­
tran 1M N primeras especies encontmdas, Sil) repetición
de especie. Después de esto se illicia una nueva. lista. de N
especies, independientemente de las especies observadas
en la lista anterior, y así COTlEeclltivanlente. Se evita en
todo momento el repetir individuos salvo en repetición
de recorridos. La llnidad de muestra que es basta.nte más
independiente de la variabilidad causada por diversos fac­
tores no controlables que afectan mét.odos tradicionales.
En este Inétodo cualquier factor que dificulte la detección
de especies, automát.icamente disminuirá la rapidez COIl

la que se completa una lista, frenando la adición de
unidades rnucstrales. Es decir, tiene una sllerte de reg­
ulador intrín.'ieco para comparar dos sitios. En un riía
lluvioso no haremos tantas list.as, como en el soleado por
lo que sabemos que debernos añadir esfuerzo en el sitio
en el que las condieioncs eran adversas. Al comparar los
sitios lo que bU.'icamos cs que todos tengan igual número
de listas. De todas maneras se debe tratar de mantener
di::;tancia y condiciones climáticas similares.

Para cada censo se toma los signientes datos: dia,
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Tabla l.Cuadl'O comparativo de lo~ tiempos de c6mpldo paro
lil.~ti'ltllS 1001.qittldes N de listas y distintlls C1mtidades In de
espt«:les.

de cAlculo lo:; vemos on la tabla 1, son ncccsarioo va­
rios PW;o;¡ de aproxillJfi.ción para calcular el iuverso de I¡\
función dada por la fórmula (1). En lo que sigue vamos
a dedllcir primel'al1Jentc l(l fórmula (1) que defino Ulla

f\lllciÓll.p: {Pi] ....... {Q¡}. Luego describimos 01 método
de Newton aproximado que llsamos para calcular la in­
versa de.p. En la última sección describimos cuatro
método;; para aproximar al illveri>Q d(' 1J con 1111 titlmpo
de cómputo mucho mellor, que también será adecuado
para listru; do 20 especies.

hora de inicio, hora final. ob~ervutlor. En el censo mismo,
~l' regi~trntl tod¡\:j IlIs l,;;ped(~-; de 1l"l'S cllconlrad1i.'; en
¡orina visual O a.utlílivll llhotUlldo los siguielltes dHtos:
C'specie, nlÍlllel"O de individuos vbto:>. hábillü en el que se
vio. De 0itn IILiHlera se ti('nc ul final de Ulla ev,-u\lfl.Ción
\lll mímero de listus por :;itio, con lo:; que se puede ltucer
lo:; siguiemcs allálisis:

<l. CtlT....'¡~-; de ¡~cuIll1lIaci61l tle CSPl.'ÓCl:i.

al. Estimado de lo adecuado del esfuerzo d<'

muestreo. Estimador: lJeudieute de la COI"\11

de acumulación."

a2. Estimado del mílllero total tlo CJ3pceics en la
eomuuidad evaluada. Estilliudor: ftSíutOtll de
la curva.

N No. esp.("') Tmpo. paso Tmpo.lot.
b. Estimarlo de las abulldallclM rc!ntivus de la.:; es­

pecies.

!JI. Curva de abundulll:ias relativas C0ll10 de­
scripción de la estructura de la ctHllunidad
dc Rves. Estimador: tiJeta de la CCUadÓl] do
lIubhclL

b2. Estimado de la abllnJancJa relativa de e¡;;­
pecl\;.,;; de interés especial (por ejemplo ame­
naza.das) EstilUador: frecueucia de la especie
eu el nlÍmero lot,{I1 de !iStM.

Para cst.illmr la ahondullciu rc1ativa a partir de los
dato:; ol,tenidos hay r¡ue tl'llCr en l'lienta que la [rl,'Cuell­
tia ¡-dativa COI] IR r¡ue una e:;pcó{' i aparecc Cll UlllI lista
t'li Ull L'i;tilna.dor de la probabilidad Q, de esta c~pcck'

dI' aparecer (,JI UllD. lista. qU~ eS distinta a la abundancia
1"l'lati\1\ P" que Cl! \lll modelo dI' lmm icleal c:; la proba­
bilidad de extr<lCT llll illrlividllo de in especic i. lhando
m<!tO(\Os btísicus deo probabililiacl se Ilbticue para unu lista
de longitud N+l:

Est a fónnlllo. .~int' ptlJ'/\ t ran:;forlllar los datos ell hruto
(ell fortJla de listw; de N espccj¡_'i;) l'll dj"tribnciOllCS {P,},
con lo;; cmde~ M' ¡medCll 1:.~tilJlnr los parámetros de 10.<;
modelo:; llnt<:¡jormclltC expucslos. Los ornitólogos encar·
gados de recolect.ar datos tipicftllJente elaboran lihta:i de
5,10 o 20 especie;;, dependiendo de la cantidad de especies
presentes el] la comunidad.

Si biel] la. fórmula (1) no::. da \mil eoncspondcllcia
exacta eutl'e los p¡'S y lo;; CJ¡'s, cuando se trabaja ron
lo:; datos reales el tiempo de cómputo crece exponencial­
mente con el trulla' no N de la.<; lisias y con el nlunero
de c.,;pecies 11.. Como además llI'ccsitamos Vúrio;; pUSOll
para ímplementar el algoritnlO de Newton explicado más
adelante, lo:; tiempos de cálculo SOl1 llpCnll..'; realizable:;

para. lista;¡ de 5 Cbpecies, COIl lista:; de 6 ;;crían calcula­
bles ell principio con computadoras mú,'¡ pot.cntc.'i, pero
listas de 10 ya exceden el tiempo razonable y listas de
20 estÍln totalmente fuem del alcrulce. Alguno:; tiempos

3 mili.
20~25 mili.
40 minuto~

> 25 h.
> 20 h. (U)
> 1200 h.(**)

inmediato
inmediato

2 a 3 segundos
20 scg.
1 mill.
2 mino

2~ horas
40 mili.

60 horas.

5 19
5 42
6 16
Ü 38

5 15
5 17

2 < 40
3 < 40
·1 20a30

Suponl'mos nn modulo de urna donde IlIs m clistintas especies
e~tán representados por lBS etiquetas i = l, ... ,m. P, es
1ft r"(,(;IlNlcia rrlativa de cada Ctipecie. S~ plantea una serie
infinita de experimentO/; aleatorios indepclldieutes que con­
siste en extrael" IIna bolu de la urna, y Ilalllar Bn la etiqueta
de lu 'o-él,illl(l bola extraída. Asimismo llamamoH L" ti lu
k-billla bola distinta. Es dedr, Ll = BI, Y L~ es la diqtleta
de la primerll bola que ;;ale distinta de B]. Bl experimento
(,ollcluye Imll vez que salieron N bolas distilltllS. QucrclllO$
ca1cnl¡¡r Q~', lu probabilidlul de que nno de lo;; L¡, sea igual
JI i. &to correspoude a la probJlhilidad de la especie i de
~alir en lllJa lista de longitud N. El objeti\·o cs hallar unll
fórmula explídtll. para Q¡'" como función dc los P,. Para
adUll\l' el mctodo supongalllos que quereJllOS elaborar listas
¡j(' 5 I'SPCtiCS y que para IIl1a cierta lista Sto tuvo que rcaliznr
!) o1Jscl"\'(o.Cioncs:

5, La construcción de la función 4>

I.Qb~: E;¡pl,'Cic 1
2.0b$; Bsp(''<:ic 8
3.Qhs: Especie 4
·1.000: Especie 1
5.Qhs: Especia 8
6.Qbs: Especie 2
7.000: Especie 1
8.0bs: &pecic 1
9.0hs: ES[Jt'Cie 5

(*)Para el cálculo se colt~;dera sólo el Ulímcro de frt'<:uen­
cill..'! nllllOllll.al! di~lilltal!.

fU) SollllllenLil <:'5 un tiempo O<llimado.

En este ('jr:mplo tenemos:
Ll = DI '= 1,
L2=fh=8,
1"3 = B3 =4,
L'I = B6 = 2,
L~=[Jg=5.

)
(1)

( L e"
Q,~,', ,+ --

1 ",¡,
'J'"

doude h = {1"i],·· .jk ¡}
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0_'

Q~ = P(LI = i) + P(L-J = i) + P(~ = i)

6. El método de Newton

ron lt = (i,j)" .. , ;t-l), de lo cual se deduce la fórmula (1).

Por lo tanto

De aquí se deduce la rórmula (2).
CMO L = 3. Tellemos

Q! = P, (1 + L 1~;p. (1 + L (1- ;'_ Po»))
,7-; J kJ'I,i '

En el easo general tenemos:

y además

(2)

P,

QC = Po (1 + L (1 \,»)
'.,

y finalmente

-
P(L'l=,iILI=j) = LP{Bk=j,2:5 k <f1)P(B.. =i)

P(L, = ;) =" P,P;
LO-Pi)'.,

Para deducir la fórmula (1) allaliuU'emos los casos de
N = 1,2,3, }' luego daremos la rórmula general,

Para el caso N = 1 liIC lieue Q~ =Po, Para N = 2 calcule­
tl108 la probabilidad de la especie i de aparecer en una lista
dada:

cñ = P(L¡ = 1) + P(l-:I = i)

'ICnemos que P{L¡ = i) = Pi. También tenemos que
P(L'l :<: i) = L n " P(LI = j)P{lr;¡ = ilLI = j), Para
que pueda ser L,. = i cuando el primero ftlc de la especie
j (L I =' j), todos los individuos obsen1ldos entre el primero
yel ,Utimo deben haber sido igual a j, de modo que

Esle r~ullado también .se hubiera podido obtener usando el
lliguienlc lema:

Lema L Sean A,B,C tre.! eveTltQS trllltuamente excluyentes
cuyo "robabllidad es respectioomerltc a, b y c. Ademá,
.wponefflO3' que Q. + b + c = 1. Si se n:aliza una llene in­
finita de experimentos con estos posible!! resultados, er¡wncu
lo proOObilidud de que el evento A octmu antes que el evento
e ClI igual (l, l:b'

Demoot.raci6n: ScalJ X, las vnrinblCll aleatorias indepcndi­
cnt.es relacionadas al experimemo. Ln probabilidad buscada
~

En esta sección establcc:cm08 un método efecti\'O de calcu­
lar <1>-1 por aproximaciones SUOCSiVAA. En general para una
runción diferenciable f : R'" ..... R'" se tiene que f(%o + h) ::l;l:

f(xo)+Df(xo)h donde Df es la matriz de derivadas parciales

(~)_.' Si asumimos además que f(xo+h) =Opodemosdc-
'.'spcjar h y obtenemos /¡ l'::; -Df(xo)-I{/(xo», Por lo lantosi

xo está cerca del cero de In función f, podemos hallar UIl valor
l')ft.~ eel'Cilno al cero: Xl =.'1:0 + h =.'1:0 - Df(xo)~l{/(.'I:O»'

EAlto inicia un proceso recursivo poniendo

con limnx" = z donde z es ulla raí¡r; de f. Este método es
conocido como el método de Newton.

Notemos además que la runción 4> está dada por la matriz
P = P(XI E A) + P(X'l E A)P(XI E B)

+P(X3 E A)P(X" E B,k < 3) +.. ,-
= L P(X.. E A)P(Xk E B,k < n)

..=1

..=1

(

K,

~(P) = ;

o
K,

K"'_ I

O
r) (p~~.)

K... p...

a

1-'

(3)
8Q
--' ';::!, 6·.[(­Op¡ '1'

Ponemos f(P) = <1i(P) - Q, donde Q = (a;) es el vector de
lns ObscrVlJ('jOIlCS, que es la rrceucllcin relativa con la que cada
t'ljpL'cie i aparece cn una lista y por lo tanto el estimador de
máxima verosimilitud para Qf", FinallllL'nte aproximamos

¿P(LI =j)P(A antcsqucC}
j.,ti

P{J.,2 = i)

Ulll)J1do el lema con
A = {llC exlrae la especie i },
B =' {se extrae la. especie j } y
e =' {se extrae una espccie k distintA a i,j }
se vc que

o
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La aproximación pOI" el método do Newtoll nos da la fórmula
recursiva:

".
= pt) - 'L6iJK;I\1l(p(n)) - (jI)

'o,...
p(") _ "'\' 6 .(1<:-1 r_pt") - IC:IQ- )

¡ L.....;) \; J ) j

1=1

pt) - p,(") + Ki-1Q¡

[(¡-I Q¡

pI") _

Q'¡n¡Q,

El valor inicial callóllico es prO) = Q/N. Luego se c;al-
(O) ( ) (k+l) pl~)"

CIlla Q = 'l)(P u J. y rccllt'SiVumellte P, = ~Qi con

Q(k) = <f>(p(k». E:llímito de este proceso nos da una familia
{P,} con <p( {Pi}) = {Q;), pero no necesariamente se trata de
probabilida.des. Si en cwl.a pa.w se corrige todos los Pi a \<1
vez, nmitip1ic;ándólos por algulI fac;tor comlÍn de modo que la
suma sea igual a 1. el límite cs la familia de probabilidades
buscada. Este próce;;o es bastante manejable y da. buenos
r('sult.ados. El tiempo nC<;esaflO para alcanzar una exaditud
de U.00001 sc cncllelltran 0/1 la tabla 1. A ITlllyor cantidad de
especies, la cantidad de pasos necesarios aUlllcnta.

7. l\1étodos alternativos

Como se dijo ant.-oriorllll'nte y se ilustni con la tabla de
los tiempos requerido~, IHI progrnma qne calcule la f6rmula
exacta de '¡)(P) para N = IQ O N = 20 demandaría por
10 mellO>! 10020 pasos de cákulo tomando eu c;ueJlta que se
trat.a de 100 o nll'ls especie~. AÚJl en el caso de teuer una
computadora mucho más potellt.e, ('1 cákulo exigiría mucho
tiempo de cómputo. Se proba.roll cuatro métodos distintos
para aproximar <f> en el caso N = 5, Y se comparó eOll el valor
cx!u:\.o.

PRI"IER /l.fETODO: AproximacIón lineal: Se nota que lo:¡
valores Q'" Q(2l Q(3) Q'" y Q(Sl fOlmau "Ilroximadalllellte

< , ' , ' • " 1

\lna recta. Por lo tanto :;El ca!l;llla Q~I) y Q~2l .Y se aproxima
O~S) ;o:: 0;1) +4..l doude Ó = Q¡~) - Q;I). En e.l car-;o de listas
grandes de 10 y de 20 cspúdes res¡Je.-.:t.h'amelltc, se calcularían
los valores de Q:l) a Q;~), su tOlllaría la reda mful cercana a

estos valores y se nproxirnaría Q;IO) y Q;20). El tiempo de
cómputo es mínimo, perO In aprOximación 110 os muy buena.

SECUNDO ME:TODO: Aproxilnación cnadrátka y POlillO"­
mial' Su asullle que los \'alof ~ QII) Q(2) Q(3) Q(4) Y Q(5)

est~ sobre una parábola. Po~ lo :an'to 'se'ca;Ct:1a 'QP). Q¡2)

Y Q;3l y se aproxilna Q;5) con el vnlor del polinomio de Slo'­
gundo grado que pase por estos tres primeros puntos. En el
caso de listas largas se calcularían los valores do Q;ll a Q~¡¡),

se tomaría el polinomio de grado 2 (o 3 o 4) qne pase por
estos puutos y se aproximaría QPlI) y Q;20).

l. Hubbell, S.P., The Unified Neutral ThC<Jry of Biodiversity
Itnd Biogeography (Princetoil Uuivcrsity Prcss 2001)

2. Fisher R. A., Garbet, A.S. ,Willi!1llls, G.B. The relatiOll be­
wccn the lIumber of specics and tite nllmbcr of individulIls

El tiempo de cómput.o es Ull poco mayor, la calidad de la
aproximación parc<:e sel"buClla, pero hay que tener en cuenta
que para aproximar Q~S) se calculó hasta Q)3). Hay que haccl'
prudms acercándose lo mlÍ§ posible a los valores exnctos (para
N=lO y N=20) por simulación, ya que no se puedel! hallar
cun la fórmula exacta.

TERCER METODO: Estimación de la Clllltidad de obscrva­
cioncs que se tuvo que lmcur ant.es de que se complete la lista.
F~I calculo de probabilidades elemental nos dice que la proba­
bilidad de que la i-ésima especie aparc;zca en una lista después
de l' obscn'¡,ciollCS cs de

P(i E L) = 1 - (i - Pi)"

Si ponelllOS O; = l~( I-P;)", aplicando cllllctbdo de l\'ewtou
podemos bailar un u tal que L::I (j, = N. Notemos que las
probabi1idadc~ de aparecer en una lista suman N .Y no 1 COIIIO
podría pu¡usarse, Este método tiene 1111 sesgo sistemático de
ústimar demailiado alto el Q¡ si este ya es alto de por sí, pero
el error total es compa.rable al del segundo método.

CUARTO MgTODO: Mixto.
E.~tc cuarto método calcula primc;ro las probabilidades hasta
Q~, para luego estimar la cantidad de intentos que faltan plUa
completar la lista'y seguir c;omo en el terc;er método. En par­
tkull\r se c;alc;ula

aplicando el método de Newton podcmQ>; hallar un 1/ tal que
¿;'~l 0;5) = 5. E.ste es el método con el menor error dc to­
dos, aunque sigue teniendo el mismo error sistemático que el
t.ercer método. En el caso de listas de 10 o de 20 50 calcularía
hasta Q;4) o Qpl dependiendo de la capacidad de cómputo,
de la tuulidad de espedes y de la cxactitud requcrida.

Se tienen que hacer pruebas en el futuro para confirmar
la idollcidad de este método, Asimismo se debe enCOIlt.rar
alglll\ll mallcra de c;ontrarrestar el sesgo sistemático hallado.

8. Conclusiones

EIlIloddo de Hubbell, tal vez mejorado o adaptado, puede dar
algunas mcdida.~ ütiles para evaluar el imp!U:to de la ac;tividad
humana en c;omullidades c<;ológic;as. Se enc;ontró una manera
,le uansformar 1m; da.tos recogidos por el método de las listas
de t.lllllaflo fijo cn abundalldas relativas. Se deben desarrol~

1¡lr métodos para lograr (.>sta transformación en la. práctica,
espcdalmcnte para listas grandes, de 10 o 20 especies.
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